Principiul minimului. Metode numerice. Probleme cu restrictii

1 Problema de control optimal

Pentru un sistem descris in spatiul starilor de:
x(t) = f(x(t),u(t),t), 0<t<ts, cu conditia initiald x(0) = xo

se cere si se determine comanda optimald u*(¢) pentru care sistemul sa urmeze o traiectorie optimald x*(t) care
sa minimizeze functia de cost

7= hx(ty)tg) + [ oo u) )

2 Conditiile necesare pentru control optimal

Se noteaza hamiltonianul H :
H(x,u,\) = g(x,u,t) + A"f(x,u,t) (1)

Daca starile i variabilele de comanda nu sunt supuse restrictiilor, timpul final ¢; este fixat si starea finala
nu este fixata, atunci conditiile necesare pentru control optimal sunt:

x* = %:f(x*,u*,t) 2)
o= -2 ®)
0= o (@)
x*(to) = Xo (5)
Nlip) = o) 0

3 Rezolvarea problemelor utilizind conditiile necesare pentru opti-
malitate

Daca starile si comenzile nu sunt supuse restrictiilor, starea finala nu este precizata si timpul final este precizat,
atunci se urmeaza pagii:

1. Scrieti hamiltonianul
H(x,u,\) = g(x,u,t) + \Tf(x, u, 1)

2. Se calculeaza u care minimizeaza hamiltonianul:
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Se determiné ecuatiile diferentiale pentru variabilele auxiliare, co-starile A(t):

. OH
A= ok
Se determina conditiile finale pentru A:
oh
Altr) = 5 (x(tr))

Se integreaza sistemul de ecuatii diferentiale pentru A si sistemul de ecuatii de stare, cu conditiile finale
calculate pentru A si conditiile initiale impuse pentru starile z. Daca valorile finale ale co-starilor depind
de valorile finale ale starilor, atunci se rezolva problema TPBVP (Two Point Boundary Value Problem),
urmand de exemplu algoritmul descris in continuare.

Rezolvarea TPBVP

Algoritmul se bazeazd pe observatia cd u*(t) care minimizeaza hamiltonianul va minimiza functia de cost J.
Astfel, algoritmul numeric va determina functia u* care anuleaza prima derivata a hamiltonianului.
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Rezolvarea TPBVP utilizand functii de optimizare din Matlab
Scrieti hamitonianul H (z(t), u(t), A(t)).
Calculati prima derivatd a hamiltonianului in raport cu u: 9H/du.
Scrieti sistemul de ecuatii diferentiale pentru costari
Determinati conditiile finale pentru A(¢y)

Stabiliti o aproximare discretd initiald u(t), t € [0, t]. De exemplu impaértiti intervalul [to, 7] In N
subintervale si considerati comanda u constanta pe fiecare subinterval: u(t) = u(tx), k=1.N

Minimizati H(u) cu o functie Matlab (de exemplu fminunc sau fminsearch) sau cu un algoritm numeric
pentru determinarea minimului (de exemplu metoda de gradient). Functia de minimizat are ca argument
de intrare vectorul de valori u gi trebuie sa rezolve urmatoarele:

(a) Utilizand vectorul u se integreaza ecuatiile de stare cu conditiile initiale x(0) = x0 si se obtin valorile
starilor in acelagi numar de puncte ca si u, pe N subintervale.

(b) Se calculeaza A(ty)

(c) Se rezolva sistemul de ecuatii diferentiale pentru co-stari, cu conditiile finale A(ty), integrand invers,
de la timpul final spre timpul initial (¢ — t9). Se obtin vectori de valori pentru A de aceeasi
dimensiune ca gi x.

(d) Utilizdnd u, x si A se calculeaza hamiltonianul (prima derivatd a hamiltonianului).

(e) Functia de optimizat returneazi norma hamiltonianului (sau a primei derivate a hamiltonianului).

Rezolvarea TPBVP utilizand metoda de gradient
Scrieti hamitonianul H (z(t), u(t), A(t)).
Calculati prima derivatd a hamiltonianului in raport cu u: 90H/du.
Scrieti sistemul de ecuatii diferentiale pentru costari

Determinati conditiile finale pentru A(¢y)
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Stabiliti o aproximare discretd initiald u(t), t € [0, t7]. De exemplu impadrtiti intervalul [to, t7] In N
subintervale si considerati comanda u constanta pe fiecare subinterval: u(t) = u(tx), k=1..N

Utilizdnd vectorul u se integreaza ecuatiile de stare cu conditiile initiale x(0) = x0 si se obtin valorile
starilor in acelagi numar de puncte ca si u, pe N subintervale.

Se calculeaza A(ty)

Se rezolva sistemul de ecuatii diferentiale pentru co-stari, cu conditiile finale A(¢7), integrand invers, de
la timpul final spre timpul initial (t; — ). Se obtin vectori de valori pentru A de aceeagi dimensiune ca
sl x.

Utilizand u, x si A se calculeaza prima derivata a hamiltonianului %—IJ.

Daca 8H
=<
1Sl <e 7)

unde € este o constanta mica pozitiva, procedura iterativa se termina si se returneaza valorile comenzii
optimale.

Daca conditia de oprire nu este indeplinita se genereaza un nou vector u, dat de iteratia:
T~ (®)
u—u—T7—
Ju

unde 7 este pasul metodei de gradient.

Exercitii

Rezolvati urmatoarele probleme utilizand:

e Conditiile necesare pentru control optimal si calcul analitic. Pentru integrarea ecuatiilor diferentiale se

poate utiliza functia Matlab dsolve.

e Un algoritm numeric descris in sectiunea 4, la alegere:

— Pentru optimizare cu functii Matlab utilizati fminunc sau fminsearch

— Pentru optimizare cu metoda de gradient scrieti algoritmul in Matlab.

P1. Pentru sistemul dinamic descris de ecuatia de stare:

P2.

(t) = —x(t) +u(t), x(0)=1

se cere sa se determine comanda optimald u*(t) care minimizeaza functia de cost:
2
J= / (W (t) + z(t)) dt
0

Reprezentati grafic u*(t) si traiectoria de stare optima x*(t).
Pentru sistemul dinamic descris de ecuatia de stare:

x(t) = —2x(t) + u(t), «(0)=0
se cere sa se determine comanda optimald uv*(t) care minimizeazd functia de cost:

10
J = / (0.0102(t) + (z(t) — cost)?) dt
0

Reprezentati grafic u*(t) si traiectoria de stare optiméa z*(t).



6 Probleme cu restrictii
R1. Aratati ca pentru sistemul scalar
i(t) = —x(t) +u(t), =(0)=1, |[u@®) <M tel0,1]

un control admisibil u*(¢) care minimizeaza functia de cost:

J=a2(1) + /1 V2 (1)t

este de forma:

(a) daca 2M > 1:
1
u*(t) — _ietfl
(b) dacd 2M < 1:

2

vy = 3¢l for0<t<1+In2M
|l —M, forl+In2M <t<1

R2. Pentru sistemul descris de ecuatia de stare:
(t) = z(t) + u(t), =(0)=5

cu restrictia: 0 < u(t) < 2, minimizati functia de cost:
2
J= / (u2(t) + 3ult) — 22(t)) dt
0

R3. Verificati ca solutia problemei:
(t) = —x(t) + u(t), z(0)=0

1
1
min J = 2x(1) + / (x(t) + uQ(t)> dt
u o 2
cu restrictia |u(t)] < M este controlul optimal:

wn | =A®) daca |A(1)| <1
() —{ ~Msign(A(t)) dacd |A(t)| > 1

unde A(t) = 1+ e'~! este solutia ecuatiei:

Verificati ca:

a)

u*(t)=—-M daci M<1+e?
b)

u*(t) = —1—e"t daca M >2
c)

“(t) = —1—et"t dacdi 0<t<In(M-1)
L . Vs it t>1+In(M—-1)>1

dacd 1+e ' < M <2.
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